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LA FISICA DE LOS VIAJES EN EL TIEMPO

Resumen

El principio de Covarianza General permite comprender la dindmica de los sistemas de
referencia acelerados usando el formalismo de la Relatividad General. Usando este
principio se deducen facilmente la métrica, la conexidn afin y las ecuaciones de la
dindmica en un sistema de referencia acelerado, en ausencia de gravedad. Las
ecuaciones obtenidas explican: la geometria de un espacio-tiempo sin gravedad, las
diferencias entre gravedad e inercia y qué es y como se puede viajar en el tiempo. Estos
resultados se aplican a la dindmica de un sistema sencillo: un fluido perfecto sin presion
y en movimiento circular. En este caso aparecen algunos indicios sobre el posible origen
de la materia y energia oscuras. Finalmente se calcula la fuerza externa que hay que
aplicar sobre este fluido en rotacion para que retroceda en el tiempo. En el Apéndice se
generaliza el formalismo para el caso en el que la gravedad esté presente.

INTRODUCCION

La invarianza de las ecuaciones de la Fisica ante transformaciones de Lorentz constituye
uno de los pilares de la Fisica. Este principio determina la forma de las ecuaciones de la
Fisica en los sistemas de referencia inerciales.

Tiene sentido que exista algun principio de invarianza mas general que permita expresar
las ecuaciones de la Fisica en cualquier sistema de referencia. Este es el principio de
invarianza de las ecuaciones de la Fisica ante cualquier transformacion de coordenadas
implicito en el principio de Covarianza General.

En general, la invarianza ante transformaciones de Lorentz resulta satisfactoria cuando
en las ecuaciones del campo no interviene la masa, como sucede en el
electromagnetismo. Si la masa se encuentra presente, como en el caso de la dindmica o
la gravedad, entonces resulta mas adecuada la invarianza general.

El principio de Covarianza General de las ecuaciones de la Fisica es idoneo para
encontrar las ecuaciones de la dinamica en sistemas de referencia acelerados, la métrica
y la conexion afin en un espacio-tiempo sin gravedad. Su principal ventaja es que en las
ecuaciones de la dindmica aparecen explicitas las transformaciones de coordenadas
entre observadores en movimiento. Esto hace que partiendo de unas transformaciones
de coordenadas conocidas se pueda determinar la dindmica del movimiento. Otra
ventaja importante resulta de la igualdad entre gravedad e inercia que postuld Einstein
en su Principio de Equivalencia de la Relatividad General. Como se puede intuir, es
mucho mas facil manejar la inercia que aparece con el movimiento acelerado que la
gravedad, aunque los efectos en ambos casos tienen que ser localmente equivalentes.

En este articulo se muestra el tratamiento de los sistemas de referencia en movimiento
desde un punto de vista no cuantico y relativista y usando el formalismo de la
Relatividad General.

Primeramente, en las secciones [ a IV se considera el movimiento en un espacio-tiempo

sin gravedad. En la seccion I se estudian los sistemas de referencia en movimiento y el
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campo. En la seccion II, se analiza la dinamica en un sistema de referencia en rotacion.
En la seccion 111, se aplican los resultados obtenidos para establecer la dinamica de la
rotacion de un fluido perfecto sin presion. En la seccion IV, se determina cual debe ser
la fuerza que hay que aplicar sobre este modelo de fluido en rotacion para que retroceda
en el tiempo. Finalmente en el Apéndice se conecta con las ecuaciones del campo y se
incluye la gravedad.

I. SISTEMAS DE REFERENCIA EN MOVIMIENTO

Ecuaciones de la dinamica

Cuando se estudia la dinamica relativista, conviene definir dos observadores ligados a
dos sistemas de referencia: uno que se considera fijo y otro en movimiento respecto a €l.
Estos se denominaran en lo sucesivo como sistema de referencia en reposo S’ y sistema
de referencia en movimiento S.

Sea S’ un sistema de referencia inercial en el que resultan validas globalmente las leyes
de la Relatividad Especial. En este sistema de referencia la métrica es la métrica de
Minkowski"

100 0

10 1.0 0] (1.1)
Tw =19 0 1 0| M

0 0 0 1

Un observador situado en S” define coordenadas cartesianas x'* =(¢",x",)’,z") para

medir los sucesos.
Sea S un sistema de referencia en movimiento respecto a S” en el que se utilizan otras

0 1 2 3 .
coordenadas x* =(x",x ,x",x”) para medir los eventos.

Las ecuaciones de movimiento en S” de un fluido que se mueve con respecto a S’
sometido a la accion de una fuerza externa son

! o
= (1.2)
axla
donde
ruv v dx,ﬂ dx"/
" =pn™ +(p+p) (1.3)
dr dr

es el tensor energia-momento del fluido considerado perfecto en S, f'# es la densidad
de fuerza externa,

-1 0 0 O

e DR B (14)
0 01 0
0 0 0 1

es el inverso de (1.1), esto es,

D De aqui en adelante se empleara un sistema de unidades en las que ¢ =1 y el convenio de suma sobre
indices repetidos.
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Sistemas de referencia en movimiento

nﬂanav :§#V (15)

1

7 es la velocidad generalizada de una particula fluida,
T

dr’ = —naﬂdx’“dx'ﬁ (1.6)
siendo dr el tiempo propioy p y p son la presion y la densidad de energia propia del
fluido.

Las ecuaciones de la dinamica deben ser invariantes ante cualquier transformacion de
coordenadas. Si las transformaciones entre las coordenadas de S’ y S son funciones
continuas de la forma

X =x"" (21 X% x7) (1.7)
globales y que cubren todo el espacio-tiempo ¢ como minimo se extienden a todo el
volumen del fluido y las transformaciones inversas son funciones de la forma

x=x"(t' X,y ,2") (1.8)
entonces, efectuando un cambio de coordenadas como el (1.7) en las ecuaciones de
movimiento (1.2) del fluido en S” se pueden encontrar las ecuaciones de la dindmica del
fluido en cualquier sistema de referencia, por ejemplo el S

or*

fﬂ - Tw;a ox? + rgﬁTHB + r‘:ﬂT“ﬁ (1 9)
donde
)7
pu = O e (1.10)
axra
es la densidad de fuerza externa que actlia sobre una particula fluida en S,
¥ v
T = pg +(p+ p) i L (1.11)
dr dr
u
es el tensor energia-momento del fluido perfecto en S 'y y es la velocidad
T
generalizada de una particula fluida medida en S.
También, de (1.6) se deduce
o' ox'f '
2 re g 1p _ ) _ S5
dt” =—n,,dx'""dx'"" =-1,, o o dx’dx’ =—g, dx’dx’ (1.12)
donde
o' o'’
g,uv = aff ax# a v =g"/l (1'13)
es la métrica en S.
La conexion afin FjV se define como
A 2 _ra
PO OXT (1.14)
oo axtox”
Ademas g" es el tensor inverso de (1.13), esto es
g“g, =0 (1.15)

Las ecuaciones (1.9) son invariantes ante cualquier transformacion de coordenadas. En
ellas aparecen de manera explicita las transformaciones de coordenadas (1.7) a través de
la conexion afin (1.14).
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Sistemas de referencia en movimiento

Grados de libertad

Las ecuaciones (1.9) junto con la condicién (1.12) forman un sistema de cinco

ecuaciones con 14 variables ¢ incognitas: las cuatro componentes de la velocidad
y7i

generalizada , la densidad p, la presion p, las cuatro componentes de la densidad

dt
de fuerza externa aplicada f“,y las cuatro funciones que relacionan las coordenadas

en uno y otro sistema de referencia x'* =x'“(x), que dejan nueve grados de libertad.
La ecuacion de estado

p=p(p) (1.16)
proporciona otra ecuacion que reduce a ocho los grados de libertad.

Si se escoge el sistema de referencia S de manera que el fluido permanezca en reposo
con respecto a ¢l, debe ser
dx’ _
dr
y se obtienen tres ecuaciones mas.
Las ecuaciones (1.17) no fijan por si solas el Gauge, esto es, el sistema de referencia.
Hace falta anadir otra condicion: la componente temporal pura de la métrica ha de ser
invariante”

0 (1.17)

i =M =-1 (118)
donde se ha hecho uso de (1.1).
Las tres ecuaciones (1.17) mas la ecuacion (1.18) simplifican a cuatro los grados de
libertad.

Ademas, se ha de verificar la ecuacion de continuidad del fluido, que cuando se
conserva la masa-energia en S” adopta la forma

rta
i (1.19)
axla
y de esta forma los grados de libertad se reducen a tres, como corresponde a un fluido
perfecto en movimiento.

Lo mismo sucede en S”: las cuatro ecuaciones (1.2), junto con la condicion (1.6), la
ecuacion de estado (1.16) y la ecuacidon de continuidad (1.19) constituyen un sistema de
siete ecuaciones con diez variables 0 incognitas, lo que permite so6lo tres grados de
libertad. Estos tres grados de libertad se corresponden con las tres componentes
espaciales de la densidad de fuerza externa aplicada que se pueden escoger de manera
arbitraria. El resto de variables dinamicas se expresaran como funciones de ellas.

No obstante, se pueden escoger tres funciones cualesquiera de las que intervienen en la
dinamica como variables independientes, por ejemplo, las funciones que relacionan las
coordenadas espaciales en uno y otro sistema de referencia y el resto seran funciones de
ellas.

Significado del tiempo

1 ey, . . . . .
() Esta condicion es necesaria para que el observador S y el fluido se muevan solidariamente en el tiempo
ademas de en el espacio.
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Sistemas de referencia en movimiento

Como es bien sabido, las tres dimensiones espaciales se caracterizan porque en ellas
existe libertad de movimiento. A continuacioén se demuestra por qué esto no es asi en el
caso del tiempo.

Introduciendo (1.13) en (1.18) se obtiene
N 2 N 2 N 2 N\ 2
gﬂ:_(a_fj J{aij +(Q) +(aij _ (1.20)
ot ot ot ot
N2 N2 ) N2
(GXJ +(5yj +(5’i) =_1+(5_’j (121)
ot ot ot ot

Por otra parte, las componentes de la velocidad de S con respecto a S” son
ox'" ., ox" ox'! ox'' ox' ox'!
+ v

de donde

i dx dt+——dx’ v/
v!i — dx — axa — Ot ox’ — Ot ox’ — ot (122)
a0 s gy O g XL O
ox’ ot ox ot Ox ot
donde se ha usado que
=y (1.23)
dt

puesto que S se encuentra en reposo en su sistema de referencia.
Ademas, el modulo de la velocidad se puede calcular con (1.22) y (1.21):

i (E - L)

dr' dr’ dr' (at'jz
ot

oY’
(%)
t
————<I1 (1.24)
ot'
( ot j

Esta ecuacion indica, como era de esperar, que v' nunca puede ser mayor que la unidad,
es decir, que ningun sistema de referencia S se puede mover a velocidad mayor a la de

la luz, con respecto a S’.
De aqui, se obtiene

o' 1 ,

Esta ecuacion explica el fendmeno de la dilatacion temporal que se produce con el
aumento de la velocidad. Indica que, en ausencia de gravedad, un reloj en reposo
respecto a otro marchara al mismo ritmo, mientras que uno que se mueva respecto a otro
marcara su propio tiempo, diferente del otro.

Demuestra que el movimiento en la dimension temporal depende del movimiento en el
!

. g . . . ot
espacio. En concreto, indica que la velocidad de movimiento en el tiempo o de S con
t
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Sistemas de referencia en movimiento

respecto a S” depende de su velocidad v' de desplazamiento en el espacio con respecto
asS’.

Por consiguiente, se puede afirmar que el tiempo es una dimension en la que no existe
libertad de movimiento porque el movimiento en la dimensidon temporal no es
independiente del movimiento en el espacio, sino que depende de éste en la manera
indicada por (1.25).

Esta dependencia, que aparece explicita en las ecuaciones de la dinamica (1.9) del
fluido en S a través de la conexion afin (1.14), permite determinar con qué velocidad
deber moverse un fluido en el espacio para que retroceda en el tiempo. La respuesta se
encontrara en las siguientes secciones.

Campo Inercial

La conexion afin se puede calcular utilizando las ecuaciones (1.14) 6 con la métrica g,

1 08, 0 08
r, =-g* S | B By (1.26)
2 ox"  ox*  ox®
El tensor de curvatura en S se puede definir en funcion de la conexién afin como
or;, or.
Rlyo =—2 —— 2 41T T (1.27)
H ox’ ox” wt oa Ho - va
Como el tensor de curvatura en S” es claramente cero, se deduce de las leyes de
transformacion de los tensores que también es cero en cualquier otro sistema de
referencia
R'o =0 (1.28)

Este resultado implica que el espacio-tiempo en S es plano en lugar de curvo y que en el
sistema de referencia en movimiento S no aparece la Gravedad.
El tensor de Ricci se obtiene por contraccion del tensor de curvatura y también es cero
segun (1.28)

R, =R%uw =0 (1.29)
Esta ecuacion indica que el campo en S no tiene fuentes sino que es originado
unicamente por el movimiento de S con respecto a S’.
En resumen el campo en S no tiene fuentes que curven el espacio-tiempo.

I1. SISTEMA DE REFERENCIA EN ROTACION

Transformacion de coordenadas

Un sistema de referencia S en rotacion es un sistema de referencia acelerado con una
particularidad interesante: ni se acerca ni se aleja del sistema de referencia en reposo S’.

En este caso conviene definir en S coordenadas cilindricas x* = (¢,7,0,z) por razones

practicas. Si el movimiento es circular, hay que afadir dos ecuaciones més a las (1.9) y
(1.12):
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Sistema de referencia en rotacion

2.1)

lo cual reduce a uno los grados de libertad para un fluido perfecto en reposo respecto a
S.

'
zZ =2z

le +y!2 _ rz}

Las transformaciones entre las coordenadas del sistema de referencia en rotacion S y las
coordenadas del sistema de referencia fijo S” (1.7) compatibles con (2.1) son funciones
de la forma®”

t'=1t'(t,r)

x' = rcos [9 — (p(t)]

¥ =rsen[0 - p(1)]

’
z =z

(2.2)

El tensor métrico

La métrica en S se puede calcular con (1.13), (1.1) y (2.2):

oY L(doY

8u [&j r(wj
__ oo _

gtr 8t 8r grt

gtz :O:gzt

¢, - 1{%) 23)

g,0=0=g,

g-=0=g.,
oo =r

g, =0=g,

g- =1
donde se ha usado (1.18) en la primera de las ecuaciones. El determinante del tensor
métrico es

2
d
det g,uv =8u8r8e — gtr2g90 _grrgt@2 - _rzl:I ' rz(zj :l - (24)

La primera de las ecuaciones (2.3) se puede escribir como

() L a validez de estas transformaciones puede ser verificada a posteriori, como solucion de las
ecuaciones de movimiento obtenidas en la seccion III.
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Sistema de referencia en rotacion

, 2
o iy r{@j (2.5)
ot dt

Esta ecuacion admite dos soluciones'”. La solucidn positiva implica que ¢' aumenta con
t, lo que es conocido como el fendémeno de la dilatacion temporal. En la seccion IV se
vera bajo qué circunstancias es admisible la solucion negativa que asegura una
disminucion de ¢’ conforme ¢ aumenta lo que permitiria realizar viajes al pasado.

Inverso del tensor métrico

El inverso de la métrica se puede calcular con (1.15) y las ecuaciones (2.3):

N2
_1+(atj
1t Or
& T )
1+r2((p)
dt
e

gtr . ot or I

2
1+ rz(d(p)
dt
gze or dt N

1+ rz(dgoj
dt
gtz — O :gzt
g" =1 (2.6)
ot' ot' do

g = ot or dt = g%

1+r2(d¢]2

dt
w55

ggg _ 87’ dtz
r? 1+r2(d¢}

dt

gﬁz zozgzﬂ

g- =1

Il
0Q

La conexion afin

1 . , .
D En lo sucesivo y de manera general se mostraran ambos signos T excepto cuando se opte
justificadamente por uno u otro.

Javier Sanchez Sanchez -8-



Sistema de referencia en rotacion

Derivando (2.5) se obtiene

2 @dz(D r @ 2
ot _ dr di* o't _ ot t 57
or’ dpy a0 o o) @7
+ 1+ =5 + 1+r2( ]
dt dt

La conexion afin se puede calcular con (1.26), las derivadas de la métrica (2.3), el
inverso del tensor métrico (2.6) y con (2.7):

2 ' 2 2
tr 1+r2[d¢j ﬁt(a’(oj +r2d—¢)d—(f
- dt ) or\ dt dt dt
2
1+r2(d(p)
dt

124

ot' ot' do

o 0t ordi _p

t6
: 2[ jz
dt

816%'
l—*’l; — 6t a:;z 5
1+r2(¢j

dt

ot' ot'

Phadh
T ____Otor _

2 (2.8)
1+ rz(dq)j
dt

do
I =r——=T)/
0 dt @
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Sistema de referencia en rotacion

do
0 _ dt :1—*9

=GN

! ! 2
a0 o do)

thg __ at al” dt _ I_,g

2
1+r2(d¢j
dt
Lgp = -7
o o dp
ré - ot or* dt

I 2
1+7° (d@j
dt
1

Ly =—=T

ot' ot' dop

r
ro __ ot or dt

00 — 2
1+ rz(d(pj
dt

El resto de componentes son cero.

I11. DINAMICA DE LA ROTACION DE UN FLUIDO PERFECTO
SIN PRESION

Ecuaciones de la dinamica en el sistema de referencia en rotacion

En esta seccion se aplican los resultados anteriores para el modelo mas simple de fluido,
esto es, un fluido perfecto sin presion. En este caso la ecuacion (1.16) se sustituye por

p=0 (3.1
y el tensor energia-momento del fluido perfecto en S se obtiene introduciendo (3.1) en
(1.11)

™ = p dx" dx"

dr drt
Este modelo representa a un fluido sin interaccion entre sus particulas, es decir, sin
fuerzas a distancia ni colisiones entre ellas por lo que se asemeja mas bien a un modelo
de polvo.

(3.2)

Si el fluido se encuentra en rotacion y se escoge un sistema de referencia S que se
encuentre en reposo con respecto al fluido, entonces resultan validas las ecuaciones
(1.17), que en coordenadas cilindricas adoptan la forma
ﬂ=O; ﬁ=O; £=O (3.3)
dr dr dr
Estas ecuaciones junto con las (1.12) y (1.18) implican que
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Dinamica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion

dr _

dr
En este sistema de referencia el tensor-energia momento se obtiene con (3.2), (3.3) y
34

1 (3.4)

T'=p;, T"=T"=0; T"=0 (3.5)

Las componentes de la densidad de fuerza externa aplicada sobre el fluido en S se
calculan con (1.9), (2.8) y (3.5)

2 Ay 2
; p, i) Sla) | e
f‘:a—f—FZPRtt‘i‘PFg:a—f-i-p 4 : ! tip dtddt 2 (3.6)
1+r2(¢) 1+r2(¢j
dt dt
- do)
f =pLy=—pP r(_z)) (37)
2 ' 3 2
Tr 1+r2(d(0J at(cz'l(pj — CZZJ
t r t t
fe = IOF: = IO d 3 (3.8)
1+ rz(q)]
¢
f= (3.9
Las componentes de la densidad de fuerza externa f'* en S’ se pueden calcular
invirtiendo (1.10)
’ o' a
frh=—"f (3.10)
ox“

En concreto, la componte temporal de (3.10) se puede calcular con la primera de (2.2)
(3.60)y(3.7)

., ot ., o .. ot'op o 0 , dgoT
A O O OP L O ) 14 22 3.11
= e T arpaz{ ’{ V(dz G-1D)

El principio de conservacion de la masa-energia en S” exige que se verifique (1.19) que
con (3.11)da

2
a—p=—8Ln{l+r2(d—(pj:l (3.12)
P dt
Integrando esta Glltima ecuacion entre ¢, y ¢ se puede conocer la densidad p del fluido
2 2
1+r2(d(p] 1+r2(d¢j
dt )., dt ).,
p=p) y > =P J > (3.13)
1+r2((pj 1+r2[(p)
dt dt

Derivando (3.13)
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Dinamica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion

2 2
{lJrrz(d(pj :ldgod 20
»_ dt )., |dt dt

(%]

Finalmente, las ecuaciones de la dindmica (3.6) a (3.9) con (3.13) y (3.14) son

1+r2(d¢j2 1+r2(d(pj2 Gt'(d(pf
. dt =, dt ) or\ dt

/' =2pr (3.15)

(3.14)

fr=—pr - (3.16)
1+r2[d(0
dt
2 2 r 3 2
l+r2( goj +7r. 1477 d(oj Gt(d(oj _d2¢
t )., dt r \dt dt
1= 2 (3.17)
d 2
1+ 72 (Dj :|
t
f7=0 (3.18)

Como se vio al principio de la seccion II, un fluido perfecto en rotacion posee un solo
grado de libertad. Inspeccionando las ecuaciones (3.15) a (3.18) se observa que este

grado de libertad se corresponde con la velocidad angular % de la rotacion de S’ con
t
respecto a S, que se puede escoger como variable independiente. El resto de variables

seran funcion de ella. No obstante, aunque s6lo existe un grado de libertad, la densidad
de fuerza externa aplicada f* tiene dos componentes que son las responsables del

movimiento de rotacién: la componente radial f” y la componente tangencial 1’

calculadas en (3.16) y (3.17). Para que se produzca el movimiento circular habra que
aplicar ambas componentes. En lo sucesivo solo se referirdn estas dos componentes.

Ecuaciones de la dinimica en el sistema de referencia en reposo

También conviene determinar la dindmica de la rotacion del fluido en el sistema de
referencia S’. Esto se puede hacer, en coordenadas cartesianas a través de las ecuaciones
(3.10), (2.2) y (3.15) a (3.18). Ahora bien desde un punto de vista practico conviene
utilizar coordenadas cilindricas también en S’. La relacion entre las coordenadas
cilindricas en S” y S se obtiene con (2.2)
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Dinamica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion

t'=t'(t,r)

I/": /xr2+yr2 _—
N (3.19)

0" = arctg — =0 — (1)
X

z'=z
Esta relacion permite obtener directamente la densidad de fuerza externa en S” en
coordenadas cilindricas usando ademas (1.19), (3.10) y (3.15) a (3.18)

=0 (3.20)
fr=r (3.21)

1or(er] |

0= _‘;_‘f fr+1l=-p dtd’z”'z ft (3.22)
l:1+r2(d(fj :l

f=f7=0 (3.23)

Se hubiera conseguido el mismo resultado si primero se calcula /'“ en S” en
coordenadas cartesianas y luego se realiza una transformacion a las coordenadas

cilindricas en S’, a través de (3.10), para obtener finalmente f'# en coordenadas
cilindricas. También y por las mismas razones expuestas para S, en lo sucesivo solo se
referiran las componentes radial " y tangencial f”? de la densidad de fuerza externa.

Limite clasico

El limite clasico de las ecuaciones de la dinamica (3.21) y (3.22) se obtiene para
velocidades mucho menores que la de la luz. Introduciendo (2.5) en (1.24)

v'= T ! (3.24)
1472 ((pj
dt
se deduce que v' << 1 si
r@ <1 (3.25)
dt
Teniendo en cuenta (3.25) y (3.16) las ecuaciones (3.21) y (3.22) en limite clasico son
do ?
" x—pr| 3.26
A Po ( o j (3.26)
: d’e
%~ -0, 7 (3.27)

donde se ha supuesto por simplicidad que el fluido parte del reposo en el instante inicial
t, =t, de S en el que la densidad es p,. Conviene expresar "y f "% en funcion del

tiempo ¢’ en S’. Con este proposito se resuelve (2.5) con la aproximacion (3.25)
obteniendo
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Dinamica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion

t'—t ~t—t, (3.28)
Finalmente, las ecuaciones (3.26) y (3.27) con (3.28) proporcionan
do ?
" x—pr 3.29
/"=y ( dt,j (3.29)
d’p
10
~— (3.30)
f pO dt’z

que coinciden con el resultado clasico para un fluido sin presion y en movimiento
circular.

Materia oscura

Si la velocidad angular de la rotacion es constante
do
—=w 3.31
% (3.31)

entonces si el fluido parte del reposo en el instante inicial ¢, =£, de S en el que la

densidad es p,, la fuerza centripeta relativista (3.21) con (3.16),

(d(pjz

) dt o’r

=P =0y 3.32

Srer Lo . rz(d(DJz Po 1+’ ( )
dt

y la fuerza centripeta clésica (3.26)
Sins = —Po@’r (3.33)

no dependen del tiempo y f,; < f = lo que implica
pclas
= flclas 3.34
Pl = (3:34)

Esto significa que en el caso clasico a velocidad angular constante, habra que suponer
una densidad mayor que en el relativista. La interpretacion es evidente: para explicar la
dindmica de la rotacion de este fluido se necesita recurrir a la materia oscura en el caso
clasico mientras que no resulta necesaria con el formalismo relativista.

| J— 0
124
r f !
ﬁlla.s — ] "
|
I T
R
r r
Fig. 1. Representacion grafica de Fig. 2. Representacion grafica de
fl- frente a r a velocidad angular /.7 frentea r avelocidad angular
(@ constante. (@ constante.

La discrepancia entre uno y otro resultado sera mas evidente cuanto mayor sea v'.
Introduciendo (3.31)en (3.24)
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Dinamica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion

, wr

e 639)

se observa que v' aumenta con r. Esto significa que para puntos cercanos al centro de
giro v' es no relativista, mientras que para distancias suficientemente alejadas del
centro de giro v’ se hace relativista, como corresponde a un movimiento de rotacion. En
concreto para velocidades angulares @ pequefias v' se aproximard a la unidad para
valores grandes de ». Por el contrario, si @ es grande v' sera relativista incluso para
valores pequefios de r.

El mayor valor negativo de f,.; sucede cuando

Yot =0 (3.36)
dr
que con (3.32) se produce cuando
R= 1 (3.37)
0]

Energia oscura

El primer término de (3.17)

8] AT 5E)
dt )., dt ) or\ dt

+pr 5 (3.38)
d 2
1+ rz((ﬂj
dt

es un término de energia oscura. Es una consecuencia relativista debida a la

!

. . ot .
dependencia de ¢’ con r. Durante el movimiento, cuando — es positivo

ot
ot'
—>0 (3.39)
or
. . d’p . L do .
entonces si la aceleracion angular 7 y la velocidad angular de la rotacion o tienen
t t

el mismo signo, lo cual indica aceleracion positiva 6 negativa, la energia oscura
disminuye la fuerza de inercia f ? . Si por el contrario tienen distinto signo, se produce
una desaceleracion positiva ¢ negativa y la energia oscura aumenta la fuerza de inercia

[
1.
. L, d - -
Para velocidades angulares de rotacion j(p pequefias este efecto serd importante para
t

valores elevados de . Si la velocidad angular de la rotacién % es grande, el efecto
t

serd notable para valores pequefios de r.

Obsérvese que segun (3.22) la energia oscura no aparece en el sistema de referencia en
reposo S’ sino que es exclusiva del sistema de referencia en rotacion S.

La presencia de la energia oscura es la responsable de que en S no se conserve la masa-
energia como puede deducirse de (3.15).
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IV. VIAJES EN EL TIEMPO

En esta seccion se aplican los resultados obtenidos en las secciones anteriores para
determinar como debe ser la dindmica de la rotacion de un fluido perfecto sin presion
para que retroceda en el tiempo. Esto supone encontrar la fuerza externa que hay que
aplicar sobre dicho fluido que le produzca un movimiento de rotacion en el espacio que
lleve asociado un retroceso temporal. Con esta finalidad se fija el unico grado de
libertad que posee un fluido perfecto en rotacion. Conviene elegir, entre todas las

variables que intervienen en la dinamica, la velocidad angular de la rotacion 7¢ que

t
aparece en las ecuaciones de movimiento (3.16) y (3.17) como variable independiente.
Esta variable se escoge de manera que el desplazamiento temporal asociado que se
obtiene de (2.5) permita el retroceso temporal del fluido. Esto implica encontrar en qué
circunstancias es admisible el signo negativo en la ecuacion (2.5). El viaje transcurrira

en cinco etapas.
Aceleracion temporal

Antes de iniciarse el movimiento, los observadores situados en S” y S se encuentran en
un sistema de referencia inercial en el que resulta valida la métrica (1.1). Esto permite
que los relojes de ambos sistemas se sincronicen de acuerdo con el criterio de las
sefales luminosas propuesto por Einstein [1].

La primera etapa del viaje temporal transcurre durante el intervalo #, < <¢, para un

observador situado en S. Si la rotacion parte del reposo en el instante inicial £ =¢, la

funcion ¢(¢) mas simple es de la forma

a
0,0 =Ht=1) (4.1)
La velocidad angular es
W1 _ 4 (t-1,) (42)
dt - " 0 ‘
que, como parte del reposo en el instante inicial 7, es cero como se deduce de (4.2)
do,
ikt IR
dr ., (4.3)
La aceleracion angular es
d2
R @4
donde ¢, es una constante que puede escogerse de manera que
a >0 (4.5)
Introduciendo (4.2) en (2.5)
8—1‘;= 1+72 % 2 =\/1+a12r2(t—t0)2 (4.6)
ot dt

e integrando se obtiene la funcion ¢, =1, (t, r)
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t
=t +det: t +l_2t°w/1 ta’r(t-1,) +21Ln {alr(t—to)h/l +a’r (¢ —to)z} (4.7)
ty alr

Derivando (4.7)
o, t—t
8_;: = —2r0 \/1 + alzf’z(t _to)z - 2ar” Ln[alr(l‘ _to)"' \/1 + alzrz(t _to)2 } 20 (4.8)

Introduciendo (4.2) a (4.4) en (3.16) y (3.17) se obtiene para este fluido en el sistema de
referencia S durante la primera etapa del viaje temporal

p dt £oa re—1, )

f] = =P do 2 :_1+0a12r2((t—(;))2 4.9)
1+ 7% =21 ! 0

( dt ]

Lo de ) o (do ) _de, o,
r+r [dtj 6r(dt T rw/1+a12r2(t—t0)2a—;a13(t—t0)3—al
2 = Po
[l+r (dgo,j } [1+a12r2(t—t0)2]z
dt
;

donde 2— viene dado por (4.8).
r

1l =p (4.10)

La primera etapa del viaje transcurre para un observador situado en S” durante el
intervalo #; <t' <t . La dinamica de la rotacion de este fluido en este sistema de

referencia durante esta etapa se obtiene introduciendo (4.2) y (4.4) con (3.28) en (3.29)
y (3.30)

[ = =poa’r(t' = ;) (4.11)

f[ﬁg =P (4.12)

expresiones que resultan validas si se verifica (3.25) que en este caso, teniendo en
cuenta (4.2) adopta la forma

%=alr(t—t0)<alr(l‘1 —1,)<<1 (4.13)

Inversion temporal

La segunda etapa del viaje temporal transcurre durante el intervalo ¢, <t <{, para un
observador situado en S. La funcion ¢(¢) mas simple, que origina una inversion
temporal es de la forma

3 3
1 2 21 2 2
oy () = (pll(tl)_a_|:a2(l2 _t)3 +b2:| +a_|:a2(t2 _t1)3 +b2:| (4.14)
2 2

donde ¢,, a, y b, son constantes verificando

2
t,<t,<ty; b,>0; b,>-a,(t,—1) (4.15)
La velocidad angular es
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do 1 \/ 2
dtH = T az(tz _t)3 +b, (4.16)
(Zz _l‘)5
La aceleracion angular es
d’p, _ b,
dr’ 4 (4.17)

(., —t)s \/ a,(t, —t)% +b,

Las funciones ¢(t) y % deben ser continuas en 7 =¢,
t

@, () =@, ) (4.18)
que con (4.1) y (4.14) proporciona
a
ou(t) ==t =t ) (4.19)
y
% _dyy
dr ., e . (4.20)
Esta ultima ecuacion con (4.2) y (4.16) lleva a
1 b
@ =—— |t +—— 4.21)
b (tz —f )5

Introduciendo (4.16) en (2.5)

’ 2 2
Oty _ + 1+ rz(d(l),,j _ - \/(1 +a,r’ th —t)3 +b,r? (4.22)
ot dt (t, —1)s

2

Se observa que para ¢ >¢, los dos signos en (4.22) tienen sentido, como se habia

comentado en (2.5). Por supuesto, para que el viaje al pasado sea posible se ha escogido
el signo negativo en (4.22) para ¢ >¢, . Integrando (4.22) se obtiene ¢, =¢,,(¢,7)

=t +J- ;1\/(1+a2r2Xt2 —t)§ + b, dt
i (tz _1)5

3 3
=1 —ﬁ[(l+a2r2 th _t)g +b27’2:|2 + l+c112r2 [(1+a2r2 th —t )% +b2r2}2 (4.23)
La continuidad de ¢' implica
1, (&) =1,() (4.24)
que con (4.23) da
i =t,(t) (4.25)

Introduciendo (4.7) en ¢ =¢, en (4.25)

=1ty + d ;to \/1+a12r2(t1 ~1,) +2LL”[‘11’”(11 —t0)+\/1+a12r2(t1 _to)z} (4.26)
a,r

1

Insertando (4.26) en (4.23)

=1+ L=ty \/1 +a’r(t —t,) + Lo [alr(tl —1,)+ \/1 +a,’ 7 (1, —to)z}
2 2a,r
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W

3
1 , R 1 , :
T, [(l +a,r th t)3 +b,r :l + s ‘:(1 +a,r Xt2 t )3 +b,r 4.27)

Para evitar divergencias en (4.27) conviene que

a, >0 (4.28)
La forma de la funcién (4.27) que alcanza un maximo en ¢ =¢, permite el retroceso
temporal. En el instante ¢ =¢, de S se produce la inversion temporal. Por supuesto este

proceso s6lo es posible si la densidad de fuerza externa (3.16) y (3.17) aplicada sobre
este fluido en S y la densidad de fuerza externa (3.21) y (3.22) aplicada segin S” son
finitas.

Fig. 3. Representacion grafica de t;l frente
a t para r fijo durante la segunda etapa
del viaje temporal

Derivando (4.23), haciendo uso de (4.25) y de (4.8) en 7 =¢,

% _ih \/1+012”2(t1 _to)2 - 2 Ln|:alr(t1 —t0)+\/1+a1272(t1 _t0)2:|
or 2r 2ayr

2
B azr(l +a,r’ th _1)5 +a,b,r’ +3b,r \/(1 +a,r’ th — t)% +b,r’

(1 +ar’ )2

2
2 _ " 3 2
L erlear )i —0) t byt 3by \/(1 ray? Y, =) +byr? 20 (4.29)
(1 + azrz)
La densidad en el instante 7 =¢, se obtiene a partir de (3.13) y (4.3)
PPt = /Zzo ? 430
1+r2(¢’j (4.30)
dt =t

Introduciendo (4.16), (4.17) y (4.30) en (3.16) y (3.17) y haciendo uso de (4.20) se
obtiene para este fluido en el sistema de referencia S durante la segunda etapa del viaje
temporal

Javier Sanchez Sanchez -19-



Viajes en el tiempo

do :
17
( ) a,(t, —r>%+b2

S ==por (4.31)
147 (d(puj 1+a2 Xl‘ 3+b21”2
3
1+r2(d(/)11 82‘n d("n d2¢n
70— dt dr’
/e
147 (dgo,,
3
2 ' 2
r\/(l +a,r’ th —t)§ +br? aat”[%(tz —t)? +bz}2 - by -
’ Walt,—0) +b, 432

=P

2
[(1 +a,r’ th - t)% + bzrz}

donde 881 viene dado por (4.29). Se observa que tanto f; como £, son finitas
r

durante todo el intervalo.

0

S , T g
B _ Ju

~

~
8]

~
w

~

Fig. 5. Representacion grafica de

. . r f ¥ frente a ¢ para 7 fijo durante
Fig. 4. Representacion grafica de f, 1 I i etana del viaie t |
frente a ¢ para r fijo durante la a segunda clapa el viaje temporal.

segunda etapa del viaje temporal.

Inspeccionando (4.32) se observa que para ¢ >¢, tienen sentido tanto la solucion
positiva como la negativa de (2.5). Para diferenciar entre ambas soluciones, hay que

! !

fijarse en la densidad de fuerza f,f que depende del signo de 8(;‘ ya que aat > 0. Esto
r

significa que en el sistema de referencia S se obtienen valores diferentes de f/ segtn el

!

oty
signo positivo 0 negativo de —*- 3 . Es esta circunstancia, la que hace posible el viaje al
t

pasado, porque para ¢ >¢, las soluciones positiva y negativa en (2.5) se diferencian
fisicamente en S, lo que permite escoger entre una u otra. Ademas se puede comprobar
que la solucion (4.32) cambiada de signo cuando ¢ >¢, también permite el viaje al
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pasado. Ambas soluciones tan solo se diferencian en el signo de la velocidad angular
do, )
dt

La segunda etapa del viaje transcurre para un observador situado en S” durante el
intervalo #; <¢' <t;. La dinamica de la rotacion de este fluido en este sistema de

referencia durante esta etapa se obtiene con (3.21) y (4.31), introduciendo (4.16), (4.17)
y (4.30) en (3.22) y teniendo en cuenta (4.3) y (4.20)

az(tz _t)% +b,

(1 +a,r’ th - t)é +b,r?

0 =Jn==p (4.33)

dz(/’u
0 _ dr’ = Pob;

1 =" Po 2 > 5 2 (4.34)
{1 n ,,2("1511 j } 3a, (t2 - t)§ +b, {(1 +ar’ th —t) + bzrz}
t

!’

Se observa que en S’ la densidad de fuerza f,}g en (4.34) no depende de % Esto
¢

quiere decir que un observador situado en S’ no puede forzar el retroceso temporal
porque las soluciones positiva y negativa de (2.5) conducen a la misma densidad de
fuerza externa flf . Por este motivo, la densidad de fuerza fl}g de (4.34) so6lo

!

. ot . . . )
proporciona a—” > 0. En cambio, un observador situado en el sistema de referencia S,
¢

si distingue fisicamente ambas soluciones y puede escoger la solucion de (4.32) que
provoca el retroceso temporal.

160
1

Fig. 6. Representacion grafica de

f,’,g frente a ¢ para 7 fijo durante

la segunda etapa del viaje temporal.

Conviene expresar los resultados (4.33) y (4.34) en funcién del tiempo ¢' medido por
S’. Para ello es necesario despejar ¢ como funcion de ¢' de (4.23) obteniendo
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2
313
, 3
(1+ ar’ th —t)s +b,r? = (1 +a,r’ Xll' —t')+[(l+ a,r Xt ) +b r }2 (4.35)
2
2 1 I
t,—t)3 = l+a,r* Nt —t)+| 1 +a,7” t, - 3—|—br __Or (4.36)
(2 ) 1+a,r’ ( : Xl ) {( ! X } 1+a,r’
, 3
1 313 by
2 r
t=t, + l+a,r7 )t —t')+| 1 +a,r” ¢ 3+br -2
2T 1+ a,r? ( 2 Xl ) [( 2" X } 1+a,r (4.37)
que son la misma ecuacion, con ¢, dado por (4.26).
Introduciendo (4.35) y (4.36) en (4.33) y (4.34) se llega a
T
a, (1+a2r2th'—t')+[(l+a2 Xt )5 +br }2 +b,
i ==pyr (438)

SR N

3

(1+a2r2 (1+a2r2th'—t')+[(l+a2 Xt 3+br }2

— pobyy1+a,r’

3
3.|a, (1+a2r2th'—t') [(Har Xt 3+br} +b, (1+a2r2Xt]'—t') {(Haz Xt 3+br }2

donde # esta dado por (4.26). Se observa que tanto f;” como f;’ son finitas en todo el
intervalo.

10 _
)/

2
3

w |

(4.39)

o

Durante esta etapa del viaje temporal el fluido alcanza la velocidad de la luz en S’. Esto
se puede comprobar introduciendo (4.16) en (3.24)

doy P
Vo= d dt _ V\/az(tz _Z)3 +b, (4.40)
n = = .
\/1+r2[CZ;PHJ2 \/(1+a2r2Xt2 —t)% +b,r?
t

de manera que
vy (2,) =1 (4.41)
en el instante 7 =¢, de S 6 en el instante 7, de S” donde
3

[(l+a2 Xt 3 +b r } (4.42)

1 3
th=t,(t,)=t ————b2r +
2o ! 1+a2r2 g 1+a2

se obtiene haciendo 7 =¢, en (4.23) quedando ¢/ determinado por (4.26).
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Resulta llamativo que un fluido como el descrito pueda alcanzar la velocidad de la luz
en S’. Esto es impensable en el caso de una particula material. La diferencia est en la
ecuacion de continuidad (1.19) que sdlo se verifica en el caso del fluido. Esta ecuacion
tiene como consecuencia que la densidad del fluido que se obtiene de (3.13) con (4.30),
(4.3), (4.20) y (4.16) durante la segunda etapa del viaje

2

P, = Po — po(tz _t)§
b/ B 3
1+ ﬂ[a’(”ﬂ] (1 + a2r2Xt2 - t)g +b,r? (4.43)
dt

pueda anularse en el instante ¢ =z, de S en el que se alcanza la velocidad de la luz en S’
y se produce la inversion temporal. Esto sucede gradualmente en S” en el instante £,
dado por (4.42) porque ¢, depende de ». Como la masa-energia se conserva en S” por

verificarse la ecuacion de continuidad (1.19) esto significa que la masa del fluido se va
transformando progresivamente en energia. Esto puede suceder de manera instantanea
en S’ si el fluido se encuentra confinado en un anillo de anchura infinitesimal. Es
gracias a este fendmeno que el fluido puede alcanzar la velocidad de la luz en el sistema
de referencia S’.

Retroceso temporal

La tercera etapa del viaje temporal transcurre durante el intervalo ¢, <f<¢, para un
observador situado en S. Conviene que durante esta etapa la velocidad angular de la

., . ., d .
rotacion sea constante. Como la velocidad angular de la rotacion 4P debe ser continua

dt
esto significa que
dpy| _ doy|
dt |t:t3 dt |t:t3 (4.44)
y también que segun (4.44) y (4.16) la velocidad angular es
dp 1 \/ 2
d;H = TV (6, =1,)5 +b, (4.45)
(tz -1 )3
Integrando (4.45)
1 2
P () =@y (1) + ——— \/az (tz -1 )3 +b, (t - t3) (4.46)

f _l‘s)5

La continuidad de la funcidon ¢(7) implica

3
a 1 2 2 1 2 2
P (t3) = @, (13) =?1(t1 _l(o)2 _a_[az(tz _t3)3 +b2} +a_[a2(t2 —4 )3 +b2} (4.47)
2

2
como puede deducirse de (4.14) y (4.19).
Derivando (4.45) se obtiene la aceleracion angular

d2¢111

2w _ 4.48
o7 (4.48)

Introduciendo (4.45) en (2.5)
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B N RN e pove
(

ot dt
t, —t )
e integrando se obtiene 7, =1, (z,r)
! ! 1 %
ty =t +———— \/(1+a2r2Xt2 —t,)s +b,r (t-1,)
(6, — ;)5

La continuidad de ¢" implica

t;][ (ts ) = t}l (t3)

que con (4.50) da
té =1ty ;)
Introduciendo (4.23) en ¢ =, en (4.52) y haciendo uso de (4.26)

1=t + \/1+6112r2(t1—t0)2 + !
2a

1

3
__ [(1+a2 Xt 3+br }2+

l+a,r
Sustituyendo (4 53) en (4.50)

1+a,r’

Ll a1+ 1407 1, |
[(+a2 Xz‘ 3+br}2

t, =t 41 \/1+a12 2, —t,) +
1

3

__ |:(1+a2 Xt 3+br}+

1+a,r’

1+a,r’

+;1\/(1+a2r2Xt2 —t3)§ +byr?(t—1,)
(tz_ts)3

Derivando (4.50) y haciendo uso de (4.52) y de (4.29) en ¢ =¢,

%:—tl_to \/l+a12r2(t1—t0)2— Lnl:a ”( +\/1+a1 rz(tl_to)z}

or o 2a1r
_azr(l—l—ag’zxtz—f3)§+azbz”3+3bz” \/(1+a Xz 3 +br
(1+a2 2)2 g
- e )(zna;}azbr +3er(1+a2 Ve, —4)> + b
N ar(t, — )§+br (t—t3)

(¢, —t)\/(l+a2 Xt 3+br

!

Ln [alr(tl —t0)+\/1+a12r2(t1 —to)z}
[(+a2 Xt 3+br}2

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Conviene determinar la velocidad (4.49) del retroceso temporal. Como % depende
¢

de r para determinar esta velocidad conviene fijar un » de manera que para r =7, se

verifique
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at;[[
| g
a |, (4.56)
donde k es una constante mayor que cero
k>0 (4.57)
Insertando (4.49) en (4.56) se obtiene
i+ e o)
— I +a,ry [t 3 +b 1l =—k (4.58)
(t,-1,)
(l+a2r0 Xt ) +b Ll =k (e, —t )7 (4.59)
3
2 2
t,=t,+ % (4.60)
k™ —1-a,r,

que son la misma ecuacion.
La densidad en el instante ¢ =¢, se obtiene a partir de (3.13), haciendo uso de (4.30) y
(4.20)

P =p(t;) = Ao 2

mz(dconj (4.61)
dt 1=t

Introduciendo (4.45), (4.48) y (4.61) en (3.16) y (3.17) y haciendo uso de (4.44) se
obtiene para este fluido en el sistema de referencia S durante la tercera etapa del viaje

temporal
2
(d%n ] 5
. dt a,\t, -t )3 + b
S =—Por —————3 =P 2( ) (4.62)
1+r2(d(0111j <l+a2 Xt )3 +br
dt
2 ., 3
. rz(dgpmj Oty (dfﬁmj _ d2(02111
0 dt or dt dt
S = 52
1+ rz(d(omJ
dt
3
' 2
\/(1+a2 Xt 3+br 68t,” [az(tz—t3)3 +b2}2
=P, r (4.63)

[(Haz Xt 3+brT

donde a;’” esta dada por (4.55).
r

La tercera etapa del viaje transcurre para un observador situado en S’ durante el
intervalo #; <t'<t,. La dindmica de la rotacion de este fluido en este sistema de

referencia durante esta etapa se obtiene con (3.21) y (4.62) e introduciendo (4.48) en
(3.22)
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az(tz — 4 )% +b,

=i =—Po" > (4.64)
(1+a2’"zxt2 _t3)5 +b2’”2
2
1+ 2 do, d 2¢7111
y dt )., | dr’
m = ~Ps ' =0 (4.65)

2
1+ rz(d(om ]2
dt

Reinversion temporal

La cuarta etapa del viaje temporal transcurre durante el intervalo 7, <¢ <¢, para un
observador situado en S. La funciéon ¢(¢) mas simple que origina una nueva inversion
temporal es de la forma

2

3
1 2 2 1 2 2
P () =@ (1) + 0 [%(f —1s )3 + b4} - a_‘:a4(t4 —Is )3 + b4} (4.66)
4 4
donde ¢, a, y b, son constantes verificando
2
t,<t;<ty; b,>0; b,>—a,lt,—t) (4.67)
La velocidad angular es

d 1 2
Z;V = i Jayfe—1,)s +b, (4.68)
(t—t,)s

La aceleracion angular es
2
A", _ b,

= (4.69)
dt 3@—gﬁJ%Q—gﬁ+@
do

Las funciones ¢(t) y & deben ser continuas en ¢ =¢,
t

Oy () =@y @,) (4.70)
que con (4.46), (4.47) y (4.66) proporciona

1 2 2 1 2 2
@ (8,) :%(tl _to)2 _a_[az([z _t3)3 "'bz}z +a_‘:a2(t2 _11)3 +b2}2

2 2

1 2
) () @
(tz -1 )3
y | _do]
doy _doy,
dt |z:z4 - dt t=t, (472)
Esta ultima ecuacion con (4.45) y (4.68) lleva a
1 \/ 2 1 \/ 2
PN az(tz —1 )3 +b, = PN a4(t4 —Is )3 +b, (4.73)
(tz _t3)3 (t4 —Is )3

Introduciendo (4.68) en (2.5)
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oty _ o doyy ’ 1 2 2 2
“—F 1+r = 1 (1+a4r Xt_t5)3 +b,r (4.74)
ot dt (t _y )5

Se observa que 8; cambia de signo cuando ¢ =7, como se habia comentado en (2.5).
¢

Integrando (4.74) se obtiene #;, =1,,(z,7)

e 2
t}Vztg+j 1 \/(1+a4r2Xt—t5)3 +b,r*dt
t

(e—t5)

3 3
:t‘;+1+a4r2 [(l+a4r2Xt—t5)§ +b4r2}2 —1+(114 [(1+a4 Xt 3 +b r }2 (4.75)
La continuidad de ¢" implica
1y () =ty (,) (4.76)
que con (4.75) da
ty =t () (4.77)

Introduciendo (4.50) en # =¢, en (4.77) y haciendo uso de (4.53) se obtiene

Py k. \/l+a12r2(t ~t,) 2;an[alr(tl—t0)+\/1+a12r2(t1—t0)2}
1
3
[(1+a2 Xt 3+br }2

3
1 2
- I+a,r £\t 3 +b ro| o+
1+a,r [( 2 )( } 1
1 \/ 2 2 2
T (1 +a,r th —1,)s +b,r7 (1, 1) (4.78)
(tz —1 )g

Introduciendo (4.78) en (4.75) se obtiene

2rz(t1 —to)2 +iLn [alr(t1 —to)Jr\/lﬁtalzrz(t1 —to)z}

1

+a,r

t;V :t(')"' 1

w

1 |:(1+612 Xt 3+br}2+ [(1+a2 Xt 3+brf

I+a,r I+a,r
3
, 3
+;\/(l+az *Xe, -t 3+br (t, —1;)+ 2[(1+a4r2Xt—t5)3+b4r2}2
(t _; )3 I+a,r
2 3
3
1 [(1+a4 *Ne, — 1) o +b,r }2 (4.79)
l+a,r
Para evitar divergencias en (4.79) conviene que
a,>0 (4.80)

La forma de la funcién (4.79) que alcanza un minimo en ¢ ={, permite revertir el

retroceso temporal. En el instante # =¢; de S se produce la reinversion temporal. De

nuevo, este proceso solo es posible si la densidad de fuerza externa (3.16) y (3.17)
aplicada sobre este fluido en S y la densidad de fuerza externa (3.21) y (3.22) aplicada
segiin S’ son finitas.

Derivando (4.75), haciendo uso de (4.77) y de (4.55) en ¢t =¢,
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!

—1, 2
l: \/1+a1r2 (t -1,) -

5 Ln[alr(t1 - t0)+ \/1 + alzrz(tl —1t, )2 J

1

_ayr (l+a2 Xl 3 +abr +3br\/(l+a2r2Xt2—l3)§+b2V2

(1+a2 2)2
L @r (1+a2 X21+a 32;;a2br +3br\/(1_|_a2 Xt 3+br
2
2
N a,r (t —t,)s +b,r (-1,

(t, —t)\/(l+arXt 3+br

B a4r(1+a4r2Xt4 —t5)5 +a,b,r’ +3b,r \/(1+a4 Xt ) +b r’

(1 + a4r2)Z

2
X, 4 )5 3
N a4r(1+a4r Xt 1, )s +2a4b4r +3b,r \/(l+a4 Xf 5 +b 2 <0 (4.81)
(1 + a4r2)
La densidad en el instante ¢ =¢, se obtiene a partir de (3.13), (4.61) y (4.44)
py=p,) = £ 2
L rz[dco,,,j (4.82)
at ).,

Introduciendo (4.68), (4.69) y (4.82) en (3.16) y (3.17) y haciendo uso de (4.72) se
obtiene para este fluido en el sistema de referencia S durante la cuarta etapa del viaje

temporal

[d(DIVj 2
- dt t—t. )3 +b
flV = =P —— 7 = P 614( 5)3 . (4.83)

1+r2(d?yj (14 a Y -1, +byr?
t

dt ) or\ dt dt’
P 2
{14_},2(515011/) :l
dt
! 2 i
\/(1+a4 Xt 3+br Gat:, [a4(z‘—t5)3 +b4}2+
) 2
[(1+a4r2Xt—t5)3 +b4r2}

donde Gat viene dado por (4.81). Se observa que tanto £, como f,. son finitas
r

durante todo el intervalo.

2 o, 3
T 1+r2(d§911/j Oty (dqoufj _d2¢1V

f]i =Py

b,

2

3\/a4(t — s )5 +b, (4.84)

=P
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De nuevo se observa que la reinversion temporal es posible porque £, depende del
signo de —— Oty porque —— oy L <0.
8t or

La cuarta etapa del viaje transcurre para un observador situado en S” durante el intervalo
t, <t'<t;. La dinamica de la rotacion de este fluido en este sistema de referencia

durante esta etapa se obtiene con (3.21) y (4.83), introduciendo (4.68), (4.69) y (4.82)
en (3.22) y teniendo en cuenta (4.72)

2

a4(t—t5)§ +b,

w =Jw =—Por 2 (4.85)
(1 +a,r’ Xt — 1 )3 +b,r’
d’p,
0 __, dt’ _ Pobs
v =P ,12 5 2 2 (4.86)
{lJrrz(dgoW) } 3\/a4(t—t5)5 +b, {(1+a4r2Xz—t5)3 +b4r2}
dt

Conviene expresar los resultados (4.85) y (4.86) en funcién del tiempo ¢' medido por
S’. Para ello es necesario despejar ¢ como funcion de ¢* de (4.75) obteniendo

w N

3

(1+a4 Xt 3+br = (1+a4 Xt ~t) [(1+a4 Xt 3+br}2 (4.87)

2
33
(t_t5)§:1+cll4r2 (l—l—a4r2Xt'—t [(1+a4 Xt 3—|—br }2 —lf“;;z (4.88)
, 3
1 SV % : b,r’
=t (vt -) l:(l+a4 Nty =t )s +byr } S B
Introduciendo (4.87) y (4.88) en (4.85) y (4.86)
2
3

3
l+a,r* Nt =)+ | L+ a7 [t 3+br ’ +b
4( 4 X 4) {( na X } 4

e

w = P

(4.90)

W

3
(1+a4r2 (1+a4r2Xt'—t;)+[(l+a4 Xr 3+br }2

0 _ pobil+a,r’

w =

| o

3

3.|a, (1+a4r2Xt'—t;) {( +a,r Xt 3+br } +b, (1+a4r2Xt'—t {(1+a4 Xt 3+br }

donde 7, esta dado por (4.78). Se observa que tanto f;; como £7? son finitas en todo
el intervalo.
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Viajes en el tiempo

Nuevamente, y al igual que sucedia en el instante ¢ =z, , se puede comprobar que en
instante ¢ =£; de S, el fluido vuelve a alcanzar la velocidad de la luz en S”. Esto sucede

en S” en el instante #; que se obtiene haciendo 7 =, en (4.75)

N w

3
5.3
>b,2r” —
+a,r 1+a,r

donde 7, esta dado por (4.78).

t; :t;V(tS) :tzlt t—

: [(1 v, —t) +b4r2} (4.92)

Desaceleracion temporal

La quinta etapa del viaje temporal transcurre durante el intervalo f, <¢ <7 para un

observador situado en S. Si la rotacion se detiene al final del viaje, en el instante 1 =T
de S, la funcion ¢(¢) mas simple es de la forma

0y () = 9, (tg) + “3 (7Y —"—25 (¢, TY (4.93)

La velocidad angular es

do,
=a(t—T 4.94
o —as=T) (4.94)
que cuando se detiene en el instante final =7 es cero
do,
— =0 4.
d |,_, (4.95)
La aceleracion angular es
d2
d?/ = a, (4.96)
donde a, es una constante tal que
a, <0 (4.97)
Las funciones ¢(t) y % deben ser continuas en ¢ =1,
t
@y (L) = @y () (4.98)

que con (4.93), (4.66) y (4.71) lleva a

1 2 2 1 2 2
o, (t;) :%(tl _to)z __|:a2(t2 _t3)3 +b2}2 +_l:az(t2 _t1)3 +b2}2
a, a,

3
1 2 1 2 2
a0 a0+ a1 v
4

(tz -1 )5

3
~Hat-e) o, | (499)
a,
d(0V| _d¢1V|
a ., T a L:té (4.100)

Esta ultima ecuacion con (4.94) y (4.68) proporciona
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2

1 2
as(a_T):—l\/a4(t6_t5)3 +b, (4.101)
(t6 — 1 )3
Insertando (4.94) en (2.5)

% _ e ["%j _ JTra( (4.102)

e integrando se obtiene la funcion ¢, =1, (t, r)

1, =t +J.\l1+a52r2(t—T)2dt: e er\/1+aszr2(t—T)2 +1Ln[asr(t—T)+\/1+a52r2(t—T)2}
3 2 2asr
t -T 1 2.2 2
— 1+a,r(t, -TY —Ln{asr(té—T)ﬂlHa5 (e, -T) } (4.103)

2agr

La continuidad de ¢' implica
tI'/(t6) = t;V(t6) (4.104)
que con (4.103) da
t, =t,(t) (4.105)
Introduciendo (4.75) en ¢ =, en (4.105) y haciendo uso de (4.78) se obtiene

\/1+a12r2(t1—t0) +LLn[a r( Jr\/1+a1 rz(tl—to)z]
2a,r

1

3 3
1 [(1+a2 Xt 3+br :|2+ ! |:(l—|-a2 Xt 3+br :|2

l‘—l‘+

l+a,r I+a,r
3
1 2 2
+—\/(1+a2 Xt 3+br ( t3)+ {(1+a4 Xt 3+br}2
(t -t )3 I+a,r
2 3
3
i 3
_ [(1+a4 Y, 3+br} (4.106)
l+a,r
La expresion anterior se simplifica si las constantes se escogen de manera que
ty—t, =t,—t,
t.—t.=t,—t
o (4.107)
a, =a,
b,=b,

Introduciendo (4.107) en (4.106)
2lfz(tl—to)szLLn[a r( +\/1+a1 rz(tl—to)z]
2a,r
3

[( +a,r Xt 3+br}3+ [( +a,r Xt 3+br}2

1 2
+ I \/(1+6127'2Xt2—t3)3 +b21"2(t4—f3) (4108)
(t2_i3)E

Sustituyendo (4.108) en (4.103) se obtiene

1+a2 1+a,r’
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Ln[ar( +\/1+a1 2(1—t0)2}

1=t +hl \/l+a1 2t —t,) + !
21
3

[( +a,r Xt 3+brf+1 [( +a,r Xt 3+br}2

. \/(1+a2r2Xt2 —t3)§ +b2r2(t4 —t3)+% 1+c152r2(t—T)2

(tz —1 )3

+1Ln|:a r(t T)-I-\/m}_t(,_yv 1+a52r2(6_T)2
2a.r 2
_21 Ln [asr(t() )+ leal e, - T) } (4.109)

5
Conviene que el viaje finalice en un instante 7" determinado del pasado de S’. Como

t'=1'(t,r) conviene fijar un  en el que esto suceda. Este serd » =7, con lo que
ty(T), =T (4.110)

1+a2 +a,r

+

que con (4.109) da

t —t
T'=1,+1—° \/1 + alzroz(t1 —t0)2 + Ln [alro(t1 — t0)+ \/l + alzroz(tl — to)z}
2a;r,
3 3
2 2 2 2 2 2
- 5 [(l +a,n,’ th —t, )3 +b2r02J + 5 [(l +a,n,’ th -t )3 +b2r02}
1+a,r, l+a,n,

2’”02(1‘6 _T)Z

+ ! \/(+a A Xt 3+br0 (4—t3)—

(tz —1 )3
Ln[asro(té—T)+,/1+a52r02(t6—T)2} (4.111)
2ar,

expresion que se simplifica si las constantes se escogen de manera que
T—t =t —t,

(4.112)
as =—4,
Introduciendo (4.112) en (4 111)
T'=t, + \/1+a1 ro t—t, +LLn[aro( +\/l+al 7, (tl—to)z}
110
El El
2 2
2 5 [(l +a,r,’ th —t, )5 +bzr02J2 + 5 [(l +a,n,’ th -t )5 +l)27’02}2
l+a,r, l+a,n,
1 2
+ 1 \/ {1+, oy =1, +0 1,1, (4.113)

(tz —t3)§

que con (4 58) y (4.59) se puede escribir en la forma
T =1, +(t, —t, W1+a,r,2 (1, ~ 1, +LLn[a (¢, t0)+\/1+a12r02(tl—t0)2}
a r

170
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3
s 3
_ %/9(;3 —t,)+ %[(1 + aZrOZth —1,)5 + bzroz}z —k(t, - t,) (4.114)
1+a,r, 1+ a,r,

Conviene introducir un nuevo parametro 6 definido por la ecuacién

ar,(t,—1t,)=6 (4.115)

Resumiendo, las condiciones de contorno (4.21) y (4.60) y las ecuaciones (4.107),
(4.112), (4.114) y (4.115) proporcionan diez ecuaciones independientes

3
b,r’ 2
270

te—ts=t,—t;a,=a,; b,=b,; T—t, =t —1t,; a; =—ay;
alro(tl_to):5

T =t +(t, -1, )\/1+a12r02(t1 ~t,) +LLn [alro(tl —t0)+\/1+a12r02(t1 —to)ﬂ
a

170

3
5 3
2 B -1+ %{(H ) Nt —1,)s +b2r02}2 —k(t, -1, (4.116)
1+a,r, 1+a,r,

porque las ecuaciones (4.73) y (4.101) se satisfacen idénticamente. Ademads hay 13
incognitas lo cual deja tres parametros libres, por ejemplo a,, b, y 6 . Las incognitas

seran funciones de k,7,, t,, t;, T y T' que son conocidos, ademas de los parametros

libres a,, b, y .
Resolviendo estas ecuaciones se obtiene

3 3

2 2 2 2 2 2

KTty T —kty 2k 1— | Dot 10T Bh
l+a,r,” \k* -1-a,r, 1+a,r, 5 —a,r, (4.117)

2k ++/1+ 62 +;Ln(5+\/1+52)

3 3

2 2 2 2 2 2

M=t + T -kt~ 2k 1=K | P T o TROT By N

l+a,r,” \k*=1—-a,r, 1+a,r, 8 —a,r, +[ by, jz (4118)
2k+\/1+52+%Ln(§+\/1+52)

t, =ty +

t,=t,+
2 0 2 2
0% —a,r,

2 2 2 2 2
KTty —kty -2k - F | B F o 1R0T G b N .
I+an Nk -1-ay 1+ a1y ) +[ by ]er[ ) jz (41 19)
2 2 2 2
2k+\/l+5z+éLn(é+\/l+52) o —ay; ke =1-an,

3 3

1 2 2 2 2 2 )
PP e N U R/ 2(1+52)+k LY
k I+a,r,” \ k™ =1-a,r, k| 1+a,r, 0" —a,r,

" 2 2 2 2 2 2

r_th T_to_z[]_ k ZJ( b 2] _g( 1+52+kJ[ L 2]

k l+a,” \k _l_lazro k\1+a, S —ay, |:k+ 1482 +an(5+ /l+é'2):| (4120)
2k+x/1+52+gLn(§+m) g

3 3

o 2 2 2 2 2 2
P e A O 2 b’ 1 2(1+52)+k zbzro 2
k l+a,n,” Nk™ —1—a,r, k| 1+ a,r, O —ayr,

L=+

+
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t =T i’ b,r, 2 2( 1+68° b,r, 2

T_Ok _zo_z(l_l+a,rzj[k2—lz—0arzj _;£l+ar2+kJ[§2—;r2] 1

20 20 20 20 |:k+«/1+§2+7Ln(5+«/1+52)] (4 121)
2k+\/1+52+éLn(5+\/1+52) s :

3 3
to=t,+ Wl ol K by o2 L+67 +k by |’
k l+an’ \ k> =1-ar’ k\1+ar’ 5 —ayn’

3
o 2 2 2 2
T—to kT —l‘o—2{1—1 k zj(kz bl”(; 2] _%(11+52+k][52br0 zj
Tk - ;azro ) i {k+\/1+52+an(5+x/1+52)} (4 122)
2k+\/1+52+gLn(5+\/1+52) g :

+

+

s 2k+\/1+52+%Ln(5+\/1+52)

a = =—a
o 2 2y ) . v (4123)
kT—t(')+T'—kt0—2k[1— k 2]( by, 2] _2( 1+52+k]( by, J
1+a,r, K —-1- a,r, 1+a,r, o a2r02
Derivando (4.103) y haciendo uso de (4.105), (4.81) en ¢ =¢, (4.107) y (4.112)

9y =t1;t0\/1+a12r2(t1 —t,) —%Ln[alr(tl —t0)+\/1+a127”2(f1 —fo)z}

or r a,r

| @ <1+a2 Xt 3+a2br +3b,r \/( I+ ar Xt 3+br

(1+a2 )Z i

Lol @ (l+az2 Xt 3+a2br +3b,r \/(l+a2 Xt 3+br

(l+a2 )2
2
b arlazthaby )+ ST a1y
(12 )\/(1+a2 Xt 3+br
5 Ln[asr(t—T)+\/l+a52r2( —T)z} (4.124)
asr

La densidad en el instante ¢ =7, se obtiene a partir de (3.13), (4.82) y (4.72)

P = p(tg) = Po 2

1+r2(d¢,yj (4.125)
dt

Introduciendo (4.94), (4.96) y (4.125) en (3.16) y (3.17) y haciendo uso de (4.100) se
obtiene para este fluido en el sistema de referencia S durante la quinta etapa del viaje
temporal

1=t

dt Me=-TY)
I ==pyr . °a52r§ )2 (4.126)
1+r2(d(ij 1+a5r(t—T)
dt
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do, Y ot (do,\ d’¢ o
4 p2 490 ) O dpy ) _d gy a1y % g1y -
, r r(dtj 8r(dt] di’ rl+a5r(t T) aras(t T) as
fV_pO 22 [ 2 2 2]2
|:1+I"2(d¢V) } 1+a.r(t—T)
dt

donde % esta dada por (4.124).
v

=P

(4.127)

La quinta etapa del viaje transcurre para un observador situado en S” durante el
intervalo #; <¢' <T". La dinamica de la rotacion de este fluido en este sistema de

referencia durante esta etapa se obtiene introduciendo (4.94) y (4.96) con (3.28) en
(3.29) y (3.30)

1= —poalr(t' =T —t, +t,) (4.128)

[ ==poa; (4.129)
expresiones que resultan validas si se verifica (3.25) que en este caso se satisface
gracias a (4.112) y (4.13)

d;”tV —ar(t-T)<agr(t, ~T)=arlt, —1,) << 1 (4.130)

r

Y con esto concluye el viaje al pasado.

Como es facil de imaginar el viaje del regreso al momento presente se puede efectuar de
manera similar y en sélo tres etapas que no entrafian tanta dificultad como los viajes al
pasado.

Finalmente, sefalar que el viaje al pasado puede usarse para reducir la duracion de los
viajes interestelares. En efecto, debido al efecto de dilatacion temporal, si un viajero
alcanza una velocidad proxima a la de la luz podria llegar en unos pocos meses a su
estrella de destino. Sin embargo cuando regresara de su viaje, notaria que en la Tierra
han pasado cientos o tal vez miles de afios. Si el viajero retrocediera en el tiempo podria
hacer que la duracion del viaje fuera la misma para €l y para los habitantes de la Tierra.

APENDICE: ECUACIONES DE EINSTEIN CON CAMPO
ESCALAR

Los resultados anteriores resultan adecuados en un espacio-tiempo plano en ausencia de
gravedad. En la préctica esto sucede cuando el Campo Gravitatorio creado por el propio
fluido es tan pequefio que apenas curva el espacio-tiempo. Aunque no es relevante en
los desarrollos expuestos, resulta conveniente generalizar el formalismo al caso en que
el Campo Gravitatorio generado por el fluido sea importante. Los resultados en ausencia
de gravedad se obtienen como caso particular. Para ello hay que recurrir a las
ecuaciones de Einstein del Campo Gravitatorio.

En primer lugar, conviene notar que el tensor energia-momento (1.11) no se conserva,
como se deduce de (1.9), por lo que no encaja en las ecuaciones de Einstein

R™ —% g™ R =—82GT* (A.1)

en las que el tensor energia-momento se conserva
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T" 2 =0 (A.2)
Esto significa que el tensor energia-momento (1.11) no es adecuado para calcular el
Campo Gravitatorio creado por un fluido perfecto sometido a fuerzas externas no
gravitatorias.

La manera mas simple de evitar esta dificultad consiste en introducir un campo escalar
¢ en las ecuaciones de Einstein (A.1).
Este campo escalar tiene que verificar una nueva ecuacion diferencial. La ecuacion
diferencial mas simple que es generalmente covariante para un campo escalar es
a a
¢; s T 4”/1TMa (A3)

donde A es una constante de acoplamiento y 7} es el tensor energia-momento de la
materia.

El tensor simétrico energia-momento mas general para este campo debe contener
derivadas segundas y productos de primeras derivadas del campo ¢

T = Ax)p g" + B(x)g" 9", + C(x)p." " + D(x)g"" §.“, (A.4)
Las ecuaciones de Einstein (A.1) incluyendo este campo escalar son
v 1 w v v
R™ —g"R= —8aG(1," + T} ) (A.5)

donde T};" es el tensor energia-momento de la materia que para un fluido perfecto viene

dado por (1.11) y 7" es el tensor energia-momento del campo escalar (A.4).

Para determinar las funciones A(x), B(x), C(x) y D(x) que aparecen en (A.4), hay que
calcular la derivada covariante de la ecuacion (A.5)

1
[Rlua - 5 gWRj = _87ZG(TA71;0¢ + T¢ﬂ;aa) (A6)
Las identidades de Bianchi aseguran que el primer término de la ecuacién (A.6) se anula
1
[R““ - Eg’”RJ =0 (A.7)
lo que equivale seglin (A.6) a

Tl\flla;a = _T¢,u;aa (AS)

Esta ultima ecuacion garantiza que el tensor energia-momento total definido como
™ =T, +T}" (A9)

se conserve, como se pretendia.
Como se refleja en la ecuacion (1.9) el primer término de (A.8) es la densidad de fuerza

externa f*

J'=T (A.10)
que con (A.8) proporciona

fr=-T, (A.11)
La derivada covariante de (A.4) es

0A o « a oB P
];W;V = _a¢#¢ + [A(x) + 2B(x)]¢;#; ¢;a + A(x)¢;ﬂ¢; ot _g#ﬂ¢; ¢;a
ox ox’
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Ecuaciones de Einstein con campo escalar

a4 ), "+ s—lz, g4+ D, (A.12)
X
donde se ha usado
¢;#;a = ¢;0!;# (A'13)

Introduciendo (A.12) en (A.11) se obtiene
17 ==L A+ 2BOOW G, — A - g,
8D g b

A C(x)¢;a;a;ﬂ

B

— D(x)¢"°, (A.14)

Estas son las ecuaciones de la dinémlca del campo escalar que determinan las cuatro
funciones A(x), B(x), C(x) y D(x).

Sistemas de referencia

Las diez ecuaciones (A.5) que determinan el Campo Gravitatorio no son independientes
sino que estan relacionadas por las cuatro identidades de Bianchi (A.7) lo que reduce las
ecuaciones (A.5) a seis ecuaciones independientes. Para determinar la métrica
univocamente hacen falta cuatro ecuaciones mas que fijen el Gauge, esto es, el sistema
de referencia.

En presencia de gravedad también conviene definir un sistema de referencia en reposo
S’ como el descrito en la seccion 1. Como las ecuaciones (1.9) también son aplicables en
el caso de la gravedad, entonces en el sistema de referencia S” las ecuaciones de la
dindmica del fluido son

ru 1 po aTA,/]W ra ryﬁ rurporof AIS
f :TM ;a: ax;a ra/i’TM FaﬁTM ( . )

donde
dxly dxrv
Tr//v — ruv + +
v =Pt +H(pHp)—
es el tensor energia-momento del fluido como en (1.11) y
dr’ = —g;ﬂdx'“dx'ﬁ (A.17)
La conexion afin, en funcion de la métrica en S’ se obtiene como en (1.26)

(A.16)

1 og,, oOg. 02
[V =—g| 24 g S o A.18
) & ( ox’" oo™ ox'® ( )
En este caso la métrica g, satisface las ecuaciones de Einstein (A.5)
R —% g R =—87G(T," +T)™ ) (A.19)

Claramente, en presencia de gravedad, la métrica g, es distinta de la métrica de

Minkowski (1.1) y el tensor de curvatura (1.27) ya no es cero, por lo que el espacio-
tiempo es curvo y el campo tiene fuentes.

Ahora bien, en presencia de gravedad y por similitud con (1.2), se puede definir el
sistema de referencia en reposo S” como aquél en el que las ecuaciones de la dinamica
del fluido adquieren la forma
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Ecuaciones de Einstein con campo escalar

f!// :TAZIW — 8TAZ”2

A ax/a
Esto equivale, a la vista de las ecuaciones (A.15), que son validas en cualquier sistema
de referencia y en particular en el S’, a escoger un gauge en el que

LT + AT =0 (A.21)
Estas cuatro ecuaciones que determinan el Gauge, esto es, el sistema de referencia S’,

no son covariantes por lo que no resultan validas en cualquier sistema de referencia sino
solo en el S’ en particular.

(A.20)

El sistema de referencia en movimiento S se escoge, al igual que en la seccion I, de
manera que el fluido, que origina el campo gravitatorio, se encuentre en reposo respecto
a ¢l. De igual manera, las ecuaciones de la dinamica del fluido en el sistema de
referencia S son

_on

=Ty, e + T T +T0 T (A.22)
donde
T = pg” +(p+ p)%é—i (A.23)
y
dr’ =—gl dd'“dx'’ =—g., a@fc_,:% dx’dx’ = —g, dx’dx’ (A.24)

es la ecuacion de invariabilidad del intervalo de la que se deduce la relacion entre la
métricaen Sy S’

o' ox'’
=g =g, (A.25)
B = 8ap ox" ox” Ew
De nuevo, la conexion afin en funcion de la métrica en S se obtiene como en (1.26)

1 og og og
l—\ﬂ - Ao o + vo HV A.26
" 2g ( ox"  ox* ox“® ( )
La métrica g, en S también satisface las ecuaciones de Einstein (A.5)
R~ Lgw R = 8aG(r, " + 1) A27
) g = M P (A.27)
Si el fluido se encuentra en reposo respecto a S, se verifican las tres ecuaciones (1.17)
ax _ (A.28)
dr

Ademas, para fijar totalmente el sistema de referencia S, hace falta anadir otra
condicion que se puede obtener por similitud con (1.18) imponiendo que la componente
temporal pura de la métrica debe ser la misma en cualquier sistema de referencia

88 (A.29)
donde g/, es la componente temporal pura de la métrica en el sistema de referencia S’

en reposo.
Las tres ecuaciones (A.28) junto con la ecuacion (A.29) fijan otro Gauge, esto es, el
sistema de referencia S.

1 . . . .
D Es posible encontrar un sistema de referencia como este porque las fuerzas externas pueden aplicarse
de manera que todas las particulas del fluido se encuentren en reposo.
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Ecuaciones de Einstein con campo escalar

Grados de libertad

Ademés, se ha de verificar la ecuacion de continuidad del fluido, que cuando se
conserva la masa-energia en S” adopta la forma

Ty, =0 (A.30)
Esta ecuacion tampoco es covariante por lo que sélo resulta valida en el sistema de
referencia S”.

De manera general y en cualquier sistema de referencia, las seis ecuaciones
independientes de Einstein con campo escalar, las cuatro ecuaciones que fijan el sistema
de referencia, las cuatro ecuaciones de la dinamica del fluido, las cuatro ecuaciones de
la dindmica del campo escalar, la ecuacion de invariabilidad del intervalo, la ecuacion
de estado, la ecuacion que verifica el campo escalar ¢ y la ecuacion de continuidad del
fluido forman un sistema de 22 ecuaciones con 25 variables 6 incognitas: las diez
componentes del tensor métrico, las cuatro componentes de la densidad de fuerza
externa aplicada, las cuatro componentes de la velocidad generalizada del fluido, las
cuatro funciones A(x), B(x), C(x) y D(x), la presion y la densidad del fluido y el
campo escalar. Esto deja 25 —22 =3 grados de libertad como corresponde a un fluido
perfecto en movimiento.

En la practica, puede convenir, como en la seccion I, que las transformaciones de
coordenadas aparezcan de manera explicita en las ecuaciones (A.22) de la dindmica del
fluido en S. Para ello se obtiene la conexion afin (A.26) que aparece en las ecuaciones

(A.22) en funcién de la métrica g}, en S” a través de (A.25).

En este caso las seis ecuaciones independientes de Einstein (A.19), las cuatro
ecuaciones (A.21) que fijan el sistema de referencia S’, las cuatro ecuaciones de la
dindmica (A.22), las cuatro ecuaciones de la dinamica del campo escalar (A.14), las tres
ecuaciones (A.28) junto con la ecuacion (A.29), la ecuacion de invariabilidad del
intervalo (A.24), la ecuacion de estado (1.16), la ecuacion (A.3) que verifica el campo
escalar ¢ y la ecuacion de continuidad (A.30) forman un sistema de 26 ecuaciones con

29 variables 6 incognitas: las diez componentes del tensor métrico g/, , las cuatro

componentes de la densidad de fuerza externa aplicada /', las cuatro componentes de

dx"

la velocidad generalizada del fluido , las cuatro funciones A(x), B(x), C(x) y

dr
D(x), las cuatro funciones que relacionan las coordenadas en uno y otro sistema de

referencia x'* = x"“(x), la presion p y ladensidad p del fluido y el campo escalar ¢ .
Esto deja de nuevo 29 —26 =3 grados de libertad.

Estos tres grados de libertad permiten escoger, por ejemplo, las funciones que
relacionan las coordenadas espaciales en uno y otro sistema de referencia como
variables independientes. El resto de variables dinamicas se expresaran como funciones

de ellas.

Relevancia del campo escalar ¢
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Ecuaciones de Einstein con campo escalar

La introduccion del campo escalar ¢ permite obtener la métrica de Minkowski (1.1)

como solucion de las ecuaciones de Einstein (A.19) en el Gauge (A.21). Esta solucion
resulta adecuada en ausencia de gravedad. En la practica esto sucede cuando el Campo
Gravitatorio creado por el fluido es tan pequefio que apenas curva el espacio-tiempo. En
esta situacion, en cualquier sistema de referencia

R™ =0 (A.31)
y el escalar de curvatura
R=g, ,R” =0 (A.32)
Con (A.31) y (A.32) y (A.5) se puede comprobar que para este fluido se verifica que
T =-T," (A.33)

por lo que el campo ¢ es especialmente importante.

En el vacio

T =0 (A.34)
y la ecuacion (A.3) se escribira

¢, =0 (A.35)
mientras que la ecuacion (A.10) proporciona

F7=0 (A.36)

Introduciendo (A.35) y (A.36) en (A.14) se obtiene

04 oB oC
0=——>¢"p" +|A(x)+2B P+ —— g P +—— P +C o
S VO A 2B b+ T A C@L g

Estas ecuaciones tienen como solucioén

A(x)=B(x)=C(x)=0 (A.38)
Con (A.35) y (A.38) el tensor energia-momento (A.4) del campo escalar ¢ en el vacio
es

" =0 (A.39)

Las ecuaciones (A.34) y (A.39) implican que en el vacio las ecuaciones (A.1) y (A.5)
tienen las mismas soluciones, es decir, en este caso el campo escalar no altera las
soluciones de las ecuaciones (A.1) que explican, entre otros fenomenos, la dinamica
planetaria.
En otros casos habra que determinar su trascendencia.

CONCLUSIONES

Los desarrollos expuestos demuestran la posibilidad teorica de efectuar viajes al pasado,
en el caso de un fluido perfecto macroscopico sin presion, en ausencia de gravedad y sin
violar las leyes de la Relatividad Especial. Esto s6lo es posible si se acelera el fluido
hasta alcanzar la velocidad de la luz. Para demostrarlo se ha efectuado un tratamiento
relativista de la rotacion utilizando el principio de Covarianza General, que se ha
mostrado ciertamente practico. Finalmente se ha justificado la necesidad de introducir
un campo escalar en las ecuaciones de Einstein para explicar satisfactoriamente la
dinamica relativista. Estas ecuaciones han permitido generalizar el formalismo al caso
en el que el fluido genere un Campo Gravitatorio apreciable.
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Y para terminar, s6lo anadir esta frase: “el tiempo dard 6 quitara razones”.
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